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Chapitre 1

Nombres complexes : énoncés

’Voir réponses‘

[1X-2] 1. Ecrire les nombres complexes suivants sous forme exponentielle :
(a) z=-1+4+iV3
(b) z=4
(c) z=-3i
[1X-4] 2. Soient les nombres complexes z; = —2 + 3/ et z, = 2 + 5/. Calculer :
(a) 321 — 222 (e) 212>
(b) le_l f Z1
(©) || 0
1
d) —
(d) =) (g) z
[1X-6] 3. Calculer et mettre la réponse sous forme algébrique :
i 9
(a) % (b) V3+i
(=3-3) 2
[1X-8] 4. Tourner les vecteurs suivants :
(a) z=12e'4 de -2 (b) z=-3+iV3de T
x12 4+ 2x + /3 —V3+i
[1X-10] 5. Calculer y = X+ V3 Si X = L
2x +/3 2
[1X-12] 6. Résoudre les équations suivantes et représenter les racines dans le plan complexe :
() 25 =—1+1 (b) z2=—i
[1X-14] 7. Résoudre les équations suivantes :

(a) z24+2iz+3=0
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CHAPITRE 1. NOMBRES COMPLEXES : ENONCES 2

8.

10.

11.

12.

(b) 2 +8=

(c) z*+3z2+4 =

(d) z6 =-1

() (1-Nz2-B—-1)z+2=0

Soit z = 21/3 — 2/ un nombre complexe.

(a) Trouver I'inverse multiplicative de z, c.-a-d. trouver z; pour que z - z; = 1.
(b) Calculer |€|. Indice : posez-vous d’abord la question suivante : que vaut ‘,oe"‘"| ?
(c) Calculer 23 + (2)3.

d) Dans le plan complexe, faire tourner le vecteur z de /2.

Ecrire les réponses de (a) et (d) sous forme algébrique et exponentielle.

Donner les formules d'Euler. En utilisant ces formules, montrer que

1
2Cosp = —
© z—I—Z

en sachant que |z| = 1.

z—1
soit un
1

Dans le plan complexe, déterminer tous les points z = x + /y tels que

imaginaire pur non nul.

Dans cette question, vous allez trouver la valeur de cos 2% étape par étape. Méme si vous
ne trouvez pas une des étapes, vous pouvez l'utiliser pour la suite de I'exercice.
: _ 27 Dl 2T
Soit zy = cos  + isin 5
(a) Montrer que z est une racine cinquieme de |'unité.
(b) Représenter 1, zy, z3, z3 et z5 dans le plan complexe, et en déduire que
2 4
1+20+25+25+2z5 =0.

Justifier votre réponse.

(c) On pose a = zy+ z5 et B = z5 + z3. Montrer que o et B sont solutions de I'équation
X?+X—-1=0.

(d) Déterminer o en fonction de cos 2.

(e) Résoudre I'équation X2 + X — 1 = 0 et en déduire la valeur de cos .

Soient z; et z, deux nombres complexes distincts et soit z = (1 — t)z; + tz; avec t un
nombre réel avec 0 < t < 1. Les identités suivantes sont-elles correctes ou fausses 7 Motiver
chaque réponse!

@) lz—z| +z— 2| = |z — 2|
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(b) arg(z — z1) = arg(z — 2)
(c) arg(z — z1) = arg(z2 — 21)
zZ— 27 Z— 71
Zy — 277 72 — ?1

(d) =0

[Examen  13. Déterminer z € C tel que Re(z(1+1/)) +zz = 0.
06/2013]



Chapitre 2

Nombres complexes : réponses

Voir énoncés

1. (a) z=2e/(5+2m)
(b) z = 42k
(c) z= 3¢l (F+2km)
2. (a) —10—1
(b) 13
(c) V13
(d) % + 250
(e) —19—4i
(F) 2 + 25
(g) —21 + 20i
3. (a) —3
(b) —i
4. (a) z=2e'2
(b) z=2v3e'=
5. 1—1
6. (a) z = V2e/(5+%) (k=0,1,2,3,4; racines forment un pentagone régulier)
(b) z = e'(F%™) donc zy = /¥ et z; = e~'% (k =0, 1; racines forment un digone)
7. (a) z=iouz=-3i
(b) z = 26/(5T%) (k= 0,1,2; triangle), soit zo = 1+iv/3, z1 = —2 et zs = 1 — iv/3
) 2= 4402 A g = T g,
(d) ze=e(5+5) (k=0,1,2,3,4,5; hexagone)

() z=14iouz=1
8. Tout d’abord, z = 24/3 — 2/ = 4¢/(~m/6+2km)
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oS
|~

. — 1 — al2kT — 1 5i(w/642km) _ 1 ™ ioin T\ —
a) z-z1=1=e siz; = e =2 (cosT+isin%) =

b

_|_

e2V3e=2

e?| = — e2V3 ‘6—2/“ — e2V3

(a)
(b)
(C) >3 + (?)3 — 43ei(77r/2+2k7r) + 43ei(7r/2+2k7r) — 43§ + 43/ =0
(d) 2 = 4e'(-E+52m) —4e(5+2m) 4 (14 j33) = 242V5
9. Les formules d'Euler :

e e el — g—ie
et shp=——
2 21

cosp =
Vu que le module de z vaut 1 (|z| = 1), on peut écrire z = e'¢, donc :

1 _ _
z+; =eY+e'Y=2cosp.

zZ— 1

10. 1 est un imaginaire pur non nul si sa partie réelle est zéro, z # i et z # 1.

z—i x+W-1)i x+y-1)(x—1)—yi) :x(x—1)+y(y—1)+(...)i

z—1 (x—=1)+yi (x —1)2 4 y2 (x —1)2+y2

donc la partie réelle est zéro si

1\? 1\* 1
x(x—l)—l—y(y—l):O<:>x2—x—|—y2—y:0<:>(X_E) +<y—§> =

ce qui représente un cercle avec rayon % et centre (% %) (sans les points z =1et z =i!).

P 2m

11. zg=cos 3 +jsin3 = ¢e's.

5
,27( .
(a) z5 = (e’?) =e?T =1
2m 4w 6 o 8T

(b) Les arguments de 1, zg, z5, z5 et z§ sont respectivement les angles 0, 3, %, &F et =T
lls forment donc un pentagone régulier et leur somme vectorielle est le vecteur nul,
comme illustré sur Figure 2.1.

JR

R 740
20

Figure 2.1
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(c) o= 2zy+ z3, donc

(d)
(¢)

12. (a)

Pta—-1=(z+2225+25)+(20+25) —1=2+24+2z+2+2 —1=0
en utilisant point (b). Idem pour 3 = zZ + z3, on a :
B*P+B-1=(z5+2z+2z)+ (5 +2)—-1=2z+2+20+25+25—1=0
o =2+ 2§ = 2y + 2z = 2cos 2 (voir dessin).

Le discriminant de X2+ X —1 =0 est A = /5, donc X = # ou X = %ﬁ

donc a = 2cos & = =15 > (0 ou pour finir
N V5
5 4
Calculons d'abord

z—z1 = (1—t—-1zi+tz=t(z—2z)
z-2 = (1-t)za+(t-Na=>1-t)(zn—2)

donc

z—z|+t|z—-2z| = [t(zz—-2)+[(1-1t)(z1 — 2)
= |tllzz—zi| + |1 = t].|z1 — 2|
= tla—2z[+(1-1)]z -2 carlzn—zl=z -2
= |z1 — |

donc la premiére identité est vraie.

arg(z — z1) = arg(z — z») est vrai si et seulement si

arg(t(z — z1)) = arg((1 — t)(z1 — 2)) = arg((t — 1)( — 1))

Puisque t > 0 et t — 1 < 0 les vecteurs correspondants aux nombres complexes
t(zo—z1) et (t —1)(zo — z1) ont la méme direction mais pas le méme sens, donc les
deux arguments different de 7 et |'affirmation est fausse.

Ceci est vrai puisque le facteur t ne change que le module du vecteur z, — zy, il

n’'affecte pas la direction ni le sens.

t(z2—z1) t(Z2—7Z1)
Z> — 77 22 — ?1

Z— zZ— ?1
Z> — 277 72 — 71
L'identité est donc vraie.

= (2—2)(Z>—71)

t t
11‘_O

13. Onpose z=x+1iy € C:

Re(z(1+1))+2zz = Re((x+iy)(1+1)+(x+iy)(x—iy)
= Re(x —y+ (x+y)i)+ x>+ y?
= x—y+x*+y°

= (x2+x+1)+(y2—y+l)—l
4 4) 2

B 1\? 1\* 1

= (+3) +(r-3) 2
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donc les nombres complexes qui valident Re(z(1 + 7)) + zZ = 0 se trouvent sur un cercle

avec équation
N 1\° N 1\° 1
X+ = —=| ==
> Y3 >
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